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Розроблено математичний опис динамічного температурного режиму електропастеризатора 

молока проточного типу з інфрачервоним випромінювачем. Математичний опис динамічних режимів 
такої установки складемо на основі рівнянь теплового балансу виходячи з таких теплофізичних посилань: 
потужність, що виділяється у тілі розжарювання витрачається на збільшення його температури і 
частково передається шляхом конвективного теплообміну та випромінюванням до внутрішньої поверхні 
трубки, а також випромінюванням до молока, яке рухається у міжтрубному просторі. Отримано 
структурну схему математичної моделі динаміки пастеризатора і передатні функції окремих елементів 
ланок установки. 

Ключові слова: пастеризатор, ІЧ-випромінювач, молоко, температурний режим. 
Ф. 15. Рис. 2. Літ. 4. 
 

1. Постановка проблеми 
Для отримання молока належної якості недостатньо мати тільки устаткування первинної 

обробки. Для цього необхідно мати пастеризаційно-охолоджувальну установку, яка забезпечує не 
тільки продовження терміну зберігання продукту, але й знезаражування молока. Існуючі 
пастеризатори засновані на використанні теплової енергії парового котла, мають значну 
металоємність, низький ККД і значні труднощі автоматизації температурного режиму. На сьогодні 
для отримання бактерицидного ефекту знайшов своє застосування спосіб пастеризації молока 
інфрачервоним випромінюванням. Для автоматизації управління температурним режимом ІЧ-
пастеризатора, що працює в проточному режимі необхідно мати математичний опис – динамічну 
модель проточного апарата з підводом енергії ІЧ-випроміненням. 

 
2. Аналіз останніх досліджень і публікацій 

Основи технології теплової обробки молока, в тому числі і пастеризації, визначені у роботі 
Мастакова Н.Н. [1, 2]. Необхідність і доцільність автоматизації пастеризатора з безпосереднім 
електричним нагрівом обґрунтовано у роботі Ковальова В.О. [3]. Обґрунтування ефективності 
використання ІЧ-випромінювання дано у роботі Кунденко М.П. [4] та у його дисертації [5] наведено 
результати досліджень і розрахунок статики процесу. Дослідження динамічних характеристик ІЧ-
пастеризації залишились поза увагою. 

 
3. Мета дослідження 

Створення математичної моделі ІЧ-пастеризатора і отримання аналітичних залежностей які 
характеризують динамічні властивості процесу нагріву і всього об’єкту управління. 
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4. Результати дослідження 
Розрахункова модель установки для теплової обробки молока ІЧ-випромінюванням являє 

собою об'єкт з чотирма теплоінерційними ємностями: тіло розжарювання (спіраль проволочна), 
трубка з кварцового скла (в якій розміщена спіраль), об'єм зайнятий молоком, яке рухається між 
трубками у корпусі і сам корпус з тепловою ізоляцією. 

Математичний опис динамічних режимів такої установки (процесу, що відбувається) 
складемо на основі рівнянь теплового балансу виходячи з таких теплофізичних посилань: потужність, 
що виділяється у тілі розжарювання витрачається на збільшення його температури і частково 
передається шляхом конвективного теплообміну та випромінюванням до внутрішньої поверхні 
трубки, а також випромінюванням до молока, яке рухається у міжтрубному просторі. Теплота, 
сприйнята поверхнею (тілом) трубки витрачається на нагрів самої трубки і від неї передається до 
молока конвективним теплообміном. Теплота, яка сприйнята молоком від випромінювача і трубки, 
витрачається на підвищення температури молока через зовнішню поверхню передається у 
навколишнє середовище і втрачається з молоком відведеним з апарата. 

В основу рівнянь динаміки процесу покладено такі припущення: температура тіла 
розжарювання і трубки де вона розміщена, за довжиною не змінюється, а їх нагрів безградієнтний; 
тепловими втратами повітря, через стінку корпусу у зовнішнє середовище, нехтуємо (за наявності 
теплоізоляції); поверхня трубки приймається для середнього діаметру; теплофізичні властивості 
молока, теплоємності матеріалів випромінювача та коефіцієнти теплопередачі в часі не змінюються і 
дорівнюють середнім за процес; температура випромінювача, апарата та молока у попередньому 
перетині однакові. 

Для обраної фізичної моделі процесу з урахуванням наведених припущень складаємо 
наступні диференціальні рівняння: 

 рівняння збереження енергії для тіла розжарювання: 

     4 4 4 4
1 1 1 2 2


  




      


w
w w np w mp k mp w mp np w mP m c c F T T F c F T T ; (1) 

 рівняння збереження енергії для трубки: 

     4 4
1 1 1 2


     




     


mp
mp np w mp k mp w mp mp mp k mp mp mA c F T T F m c F ; (2) 

 рівняння збереження енергії для молока: 

   4 4
2 1 2

 
  


 

    
 

m m
np w m m k mp mp m m m mc F T T A F m c Gc H

x
; (3) 

де npc  – приведені коефіцієнти випромінювання;  

 273 100 T  – абсолютна температура, °К; 

1 2, k k  – коефіцієнти теплообміну повітря з трубкою і трубки з молоком, Вт/(м2·°С);  

1 2,F F  – поверхня випромінювання і трубки, м2; 
, ,w mp mm m m  – маса тіла розжарювання, трубки і молока в об'ємі апарата, кг;  

G  – витрати молока, кг/с;  
H  – висота апарата, м;  

, ,w mp mc c c  – питома теплоємність матеріалів спіралі, трубки і молока, Дж/(кг·°С);  

,mp mA A  – коефіцієнти поглинання ІЧ – випромінювання склом і молоком;  
  – час, с;  
x  – координата напрямку руху, м. 
Отримана система нелінійних диференціальних рівнянь (1) – (3) описує динамічні 

характеристики процесу теплової обробки молока ІЧ-випромінюванням при таких початкових 

умовах: 0  , 0 w w , 10 m m , 0
 

  
  mpw mdd d

d d d
. 

Оскільки дана система рівнянь аналітичного розв'язку не має, введемо додаткові спрощення, 
лінеаризуючи математичний опис. 
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1. Використовуємо поняття лінійного коефіцієнта теплообміну випромінюванням 
і зробимо заміну: 

   4 4
1 2 1 2    np lc F T T F ,    (4) 

де   2 2
1 2 1 25.67   l npc T T T T  – лінійний коефіцієнт теплообміну випромінюванням, 

Вт/(м2·°С); 
Тоді інтенсивність теплообміну можна представити як сумарну: конвективну і радіаційну: 

        1 2 1 2 1 2 1 2                    k l k l klq ; (5) 
2. Оскільки довжина випромінювачів незначна (до 0.6 м), а потоки молока 

інтенсивно їх омивають, можна вважати що відстань, яку проходить молоко дорівнює відстані 
від входу до виходу, тобто H ; тоді можна градієнт температури представити в кінцевих 
значеннях: 

2 1    
 

 x x H
.     (6) 

Використовуючи значення параметрів (4) і (5) в рівняннях (1) – (3) будемо мати лінійну 
систему рівнянь, що описує процес теплової обробки: 

 1 10.5
      


    w

w w н кл mp mp л м w кл mp л
dm c P F F F F
d

;  (7) 

   1 1 1 1 2 2 2


       


    mp

mp mp w кл k mp mp k mp k mp k м

d
m c A F F F F F

d
; (8) 

     2
1 2 2 2 1


       


     м

м м м м м м k mp м л м w м
dm c G c F F A
d

; (9) 

де  1 20.5   м м м ; 1 2, м м  – температура молока на вході і виході. 
Подання математичного опису динаміки теплової обробки молока ІЧ-випроміненням 

передатними функціями. 
У рівняннях (7) – (9) сталими параметрами є: маса і поверхня матеріалів та середовищ w wm c , 

mp mpm c , м мm c ; поверхні теплообміну 1F , 2F , mpF ; коефіцієнти теплообміну 1 , 2 ,  л ; а змінними: 

температура випромінювача w , трубки mp , молока 1м  і 2м , а також витрата молока G  
(продуктивність апарата). 

Запишемо змінні параметри об'єкта у приростах: 0    w w w , 0   mp mp mp , 

1 10 1    м м м , 2 20 2    м м м , 0  G G G . 
Підставляючи значення змінних параметрів у рівняння (6) – (9), після множення, нехтуючи 

складовими малого ступеня і віднімання рівнянь статики будемо мати: 

1 2 3 1 4 2


   



         w
w w w mp м м

dm c k P k k k
d

 ,  (10) 

2
2 5 6 1 7 2


   




       м
mp mp м w м м

dm c k k k
d

,  (11) 

2
2 8 1 9 10


   




       м
м м м м mp w

dm c k k k
d

.   (12) 

У рівняннях (10) – (12) позначено: 

1
01

 w wm cT
k

; 01 1 кл mp лk k F F ; 2
02

 mp mpm c
T

k
;  02 1 2  mp k kk F ; 3

03

 м мm cT
k

; 

03 2 2 10.5 0.5  м м л мk G с k F F A ; 1
011
 kk ; 2

01

 кл mpk F
k

k
; 1

3
01

 
 кл лFk

k
; 4 3k k ; 
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1 1 1
5

02

 
 кл k mpA F F

k
k

; 2 2
6 7

02

0.5
  k Fk k

k
; 2 2 1

8
03

0.5 0.5  
 м м м лG c k F A Fk

k
; 

2 2
9

03


 k Fk

k
; 1

10
03


 лFk

k
; 

 1 2
11

03

 
 м м мc

k
k

. 

Застосовуючи до рівняння (9) – (10) перетворення Лапласа при нульових початкових умовах 
отримаємо систему рівнянь в операторній формі: 

           1 1 2 3 1 4 21             w mp м мT p p k P p k p k p k p , (13) 

         2 5 6 1 7 21           mp w м мT p p k p k p k p ,   (14) 

           3 2 8 1 9 10 111             м м mp wT p p k p k p k p k G p . (15) 

1 1 2 3 1 4 2( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )             w ТР М МТ р P k P P k P k P k P , 
З отриманих рівнянь (13) – (15) визначаємо передатні функції по каналах керування (

2 м P ), ( 2  м G ) і по збуренню ( 1 м ): 

   
 

1
1

1 1


 
 

w p kW p
P p T p

;    
 

2
2

1 1




 
 

w

mp

p kW p
p T p

;    
 

3
3

1 1 1




 
 

w

м

p kW p
p T p

; 

   
 

4
4

2 1 1




 
 

w

м

p kW p
p T p

;    
 

5
5

2 1




 
 

mp

w

p kW p
p T p

;    
 

6
6

1 2 1




 
 

mp

м

p kW p
p T p

; 

   
 

7
7

2 2 1




 
 

mp

м

p kW p
p T p

;    
 

2 8
8

1 3 1




 
 

м

м

p kW p
p T p

; 

   
 

2 9
9

3 1




 
 

м

mp

p kW p
p T p

;    
 

2 10
10

3 1




 
 

м

w

p kW p
p T p

; 

   
 

2 11
11

3 1


 
 

м p kW p
G p T p

. 

На основі рівнянь (10) – (12) та визначених передавальних функцій отримаємо лінійну 
математичну модель динаміки теплової обробки молока ІЧ-опроміненням у вигляді структурної 
схеми (рис. 1). 

Розв’язок системи рівнянь (7) – (9) в середовищі Mathcad показано на рис. 2 у вигляді кривої 
розігріву ІЧ-випромінювача, і нагрівання молока в проточному режимі. 

 
Рис. 1. Структурна схема лінійної моделі динаміки процесу теплової обробки молока  

ІЧ-опроміненням. 

 
Рис. 2. Динаміка зміни температури випромінювача (1) та молока (2) 
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4. Висновки 
1. Розроблено математичну модель динаміки теплових процесів пастеризатора молока 

безперервної дії із інфрачервоним випромінювачем. 
2. Отримано аналітичні залежності, що характеризують динамічні властивості апарата. 
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ РЕЖИМОВ 

ЕЛЕКТРОПАСТЕРИЗАТОРА МОЛОКА С ИНФРАКРАСНЫМ ИЗЛУЧАТЕЛЕМ 
Разработано математическое описание динамического температурного режима 

электропастеризатора молока проточного типа с инфракрасным излучателем. 
Математическое описание динамических режимов такой установки составим на основе 
уравнений теплового баланса исходя из следующих теплофизических ссылок: мощность, 
выделяемая в теле накаливания расходуется на увеличение его температуры и частично 
передается путем конвективного теплообмена и излучением к внутренней поверхности трубки, 
а также излучением к молоку, которое движется в межтрубном пространстве.Получены 
структурную схему математической модели динамики пастеризационных и передаточные 
функции отдельных элементов звеньев установки. 

Ключевые слова: пастеризатор, ИК-излучатель, молоко, температурный режим. 
Ф. 15. Рис. 2. Лит. 4. 
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MATHEMATICAL MODELING OF DYNAMIC MODES OF THE MILK 
ELECTROPASSERIZATOR WITH INFRARED DISTRIBUTOR 

A mathematical description of the dynamic temperature regime of an electric pasteurizer of flow 
type milk with an infrared emitter has been developed. The mathematical description of the dynamic 
modes of such a installation will be made on the basis of the equations of the thermal balance based on 
the following thermophysical references: the power emitted in the body of the combustion is spent on 
increasing its temperature and partially transmitted by convective heat transfer and radiation to the inner 
surface of the tube, as well as radiation to milk, which moves in an intertubular space.The structural 
scheme of the mathematical model of the dynamics of the pasteurization and transfer functions of the 
individual elements of the installation units is obtained. 

Keywords: pasteurizer, infrared emitter, milk, temperature regime. 
F. 15. Fig. 2. Ref. 4. 
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