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На основі використання рівняння рівноваги, умови пластичності в зонах плоскої деформації, 

рівняння  зв’язку компонент тензора напружень та тензора швидкості деформацій отримано вираз для 

визначення показника напруженого стану, що дозволяє здійснювати оцінку  деформовності матеріалу 

заготовки при вальцюванні.  
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Ф. 36. Рис. 2. Літ. 8. 

  

1. Постановка проблеми 

Для оцінки деформовності матеріалів та вдосконалення технологічного процесу вальцювання 

важливу роль відіграє інформація про напружений стан пластичної зони заготовки [1, 2].  

Характер напруженого стану, разом з деформованим станом, визначають шлях деформування 

часток матеріалу заготовки. Будуючи шляхи деформування та маючи залежність пластичності металу 

від показника напруженого стану (діаграму пластичності) можна використовувати критерії 

деформовності, визначати використаний ресурс пластичності або граничні розміри заготовки. 

Складність визначення напруженого стану при вальцюванні заготовок пов'язана із 

нестаціонарністю і складністю процесу, що передбачає проведення експериментальних досліджень. 

Разом з тим, аналіз деформованого стану заготовок показав, що в ряді випадків його можна прийняти 

плоским, що полегшує завдання аналітичного дослідження напруженого стану матеріалу заготовок.  

 

2. Аналіз останніх досліджень та публікацій 

Враховуючи складність напружено-деформованого стану матеріалу заготовок при 

вальцюванні, його дослідження провадили переважно експериментальним методом [3] та методом 

скінчених елементів [4, 5]. 

Оцінку напруженого стану, в рамках феноменологічної теорії деформовності, здійснюють 

переважно використовуючи показник напруженого стану [6]: 
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Компоненти , а також середнє напруження  визначають за результатами аналізу 

напруженого стану зони деформації. Інтенсивність напружень  –  із аналізу деформованого стану за 

відомим у даній точці інтенсивності деформацій  та використанням кривої плину матеріалу. 

 

3. Мета дослідження 

Метою дослідження є теоретичний аналіз напруженого стану матеріалу заготовки при 

реалізації вальцюванням плоского деформованого стану. 

 

4. Основні результати дослідження. 

Для аналізу напруженого стану заготовки при вальцюванні використаємо циліндричну 

систему координат  (рис. 1).  

На основі проведеного раніше дослідження деформованого стану заготовки при вальцюванні 

[7], схему деформованого стану можна прийняти плоскою, тобто плином металу у напрямі 

координати  можна знехтувати.  
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Зона пластичної деформації в площині обмежена зоною контакту вальців із 

заготовкою, тобто ділянкою, що розташована між радіусами ,   кутом    при заміні дуги 

контакту хордою. Матеріал заготовки при цьому вважаємо ізотропним і деформаційно зміцнюваним. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1. Схема зони деформації при вальцюванні 

 

Рівняння рівноваги деформованого елемента (рис. 2) в циліндричній системі координат: 

                                                           

 

      (2) 

 
Рис. 2. Напруження на гранях елемента 

 

Швидкість деформації в радіальному , тангенціальному  напрямах і швидкість деформації 

зсуву  виражаються через швидкість плину наступними кінематичними співвідношеннями 

                                                 (3) 

Враховуючи умову нерозривності для плоскої деформації  ( отримаємо:  

                                                                   . (4) 

Підставимо (3) в (4):  

                                                                          (5) 

Звідки: 

                                                                        ,    (6) 

де  – невідома функція координати α. Тоді співвідношення (3) прийме вигляд: 

                                              .    (7) 

Фізичні рівняння, що зв’язують компоненти тензора напружень і тензора швидкостей 

деформацій для плоскої деформації можна записати у вигляді  системи: 
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де  – інтенсивність швидкостей деформацій. 

Третє рівняння системи (8) задовольняється, оскільки у випадку плоскої деформації маємо:  

                                                                         0
2

r t
y
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Умову пластичності використаємо у формі Губера-Мізеса, яка для плоскої деформації має  

вигляд [7, 8]  

                                               ,      (9) 

де  – інтенсивність дотичних напружень;  – напруження плину (опору пластичному 

деформуванню). 

Крива плину матеріалу заготовки має вигляд степеневої залежності 

                                                                       ,    (10) 

де  – межа плину;  – показник зміцнення матеріалу при пластичному деформування, що 

знаходиться за результатами експериментальних випробувань. 

Прийнявши  , отримаємо 

                                                                       .    (11) 

У випадку плоскої деформації компоненти тензора напружень  можуть бути 

вираженими через невідому функцію  зміних  і  наступними співвідношеннями   

                                                                    .    (12) 

Задовольняючи граничні умови, маємо:  

а)  в площині симетрії . Відповідно при  ,   

б) на поверхні контакту з валками напруження  досягають максимального значення, тобто 

при   

                                                       .          (13) 

Приймемо, що інтенсивність сил тертя на контакті дорівнює межі плину при зсуві, тобто при 

: в зоні відставання ; в зоні випередження . 

Підставляючи (9), (12) в (8), отримаємо 

                                                                 (14) 

Із рівнянь (7) і (14) маємо 

                                                          .    (15) 

Оскільки  є функцією лише однієї змінної , то функція υ не залежить від r, тобто: 

                                                                  ;    .    (16) 

Рівняння рівноваги з урахуванням (11), (12) і (16) після диференціювання набудуть вигляду 
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Введемо позначення 
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                                                         ,    (18) 

де  – деяка функція координати α. Тоді інтегруючи друге рівняння системи (17), 

отримаємо 

                                                            ,    (19) 

де  – невідома функція змінної r. 

Диференціюючи рівняння (19) по змінній r і розв’язуючи його сумісно з першим рівнянням 

системи (17), отримаємо 

                                            .    (20) 

Оскільки ліва частина рівняння (20) залежить лише від r, а права лише від α, то ліва і права 

частини є деякою постійною b 

                                                            (21) 

Інтегруючи перше рівняння (21) отримаємо  

                                                                     ,    (22) 

де с – постійна інтегрування. 

Якщо в рівнянні (17) знехтувати постійною  у порівнянні з , то 

                                                                 (23) 

тоді із другого рівняння (21) отримаємо 

                                                                        (24) 

де . 

Інтегруючи (24) отримаємо 

                                                            (25) 

Постійну  можна визначити, використовуючи граничну умову (13) на контакті з валком, а із 

виразу (24) – постійну b. 

Проте можна використати і більш простий, наближений метод розв’язання. Якщо 

, то з (24) отримаємо  

                                                                      .     (26) 

В частковому випадку, коли інтенсивність сил тертя на поверхні контакту при  

дорівнює межі плину при зсуві 

                                                              ;    b      (27) 

Тоді  

  

            . 

 

 

(

  (28) 

В цьому випадку вираз для середнього гідростатичного напруження і компонент тензора 

напружень набуває вигляду: 

                                    ,    (29) 

                                    ,    (30) 
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                                     ,    (31) 

                                                            ,    (32) 

де знак "мінус" відноситься до зони відставання, а "плюс" – до зони випередження. 

Невідомі постійні С і  можна визначити із граничних умов на вході в зону пластичної 

деформації при  і на виході з неї  при  у залежності від величини переднього і заднього 

натягу чи підпору. При відсутності натягу чи підпору при   і  напруження . Тоді  

                                                       ;     (33) 

                              .    (34) 

При відомому значенні середнього гідростатичного напруження можна визначити показники 

напруженого стану у кожній точці в зоні пластичної деформації 

                                                       (35) 

Зокрема, на поверхні контакту валка з заготовкою, де деформований стан матеріалу заготовки 

може бути визначений експериментально (методом координатних сіток), тобто при , у 

відповідності з формулами (29) – (35) показник напруженого стану описується залежністю 

                                                       .    (36) 

 

5. Висновки 

В роботі шляхом сумісного розв’язання рівнянь рівноваги, умови пластичності в зонах 

плоскої деформації  і рівнянь зв’язку компонент тензора напружень та тензора швидкості деформацій  

при вальцюванні заготовок, отримано вираз для визначення показника напруженого стану матеріалу, 

що дозволяє здійснювати оцінку його деформовності. 
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АНАЛИЗ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ЗАГОТОВОК 

ПРИ ВАЛЬЦОВКЕ 

C использованием уравнения равновесия, условия пластичности в зонах плоской 

деформации, уравнения связи компонент тензора напряжений  и тензора скорости деформацій, 

получено выражение для определения напряженного состояния, что дает возможность 

осуществлять оценку деформируемости материала заготовки при вальцовке. 

Ключевые слова: вальцовка, показатель напряженного состояния, скорость деформации, 

тензор напряжений, гидростатическое напряжение. 

Ф. 36. Рис. 2. Лит. 8. 

 

ANALYSIS OF INFLAMMABLE STATE OF PURCHASE 

AT THE WALKING 

On the basis of the equilibrium equation, the plasticity conditions in the zones of plane strain, the 

equation of the connection of the components of the stress tensor and the strain rate tensor, an expression 

was obtained for determining the stress state parameter, which makes it possible to estimate the deformity 

of the workpiece material during rolling. 

Key words: rolling, index stress state, strain rate, stress tensor, hydrostatic stress. 

F. 36. Fig. 2. Ref. 8. 
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