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Розглянуто метод визначення контактних нормальних і дотичних напружень при 

вальцюванні з урахуванням розвитку деформації в часі. 

Існує багато методів визначення контактних нормальних і дотичних напружень, але всі вони 

розглядають розподіл уздовж границі деформації. Цей підхід до розв’язання задач не дозволяє 

враховувати нерівномірності деформації в поперечному напрямку і вплив бічних позаконтактних зон, 

що прилягають до фактичного осередку деформації. Ці фактори необхідно враховувати при 

визначенні дотичних  і нормальних напружень при вальцюванні у калібрах з різним співвідношенням 

геометричних форм і вальцювальної заготовки. Також в існуючих методах визначення контактних 

нормальних і дотичних напружень не враховується розвиток деформації в часі.  

Виводячи рівняння, які визначають в осередку деформації сили тертя і тиску, вважали що 

нормаль до площини не буде збігатися з жодною з осей системи координат, а похилу площадку 

розглядали як похилий перетин в паралелепіпеді напруження по гранях об'єму, який розподіляється 

рівномірно. 

Отримані формули для визначення нормальних і дотичних контактних напружень у зоні 

деформації враховують вальцювання у калібрах з різним співвідношенням геометричних форм і 

вальцювальної заготовки, характеризують динаміку зміни осередку деформації в часі.  

В роботі розглянуто вальцювання заготовок із сплаву АК6, які мають розміри Ø25х150 мм в 

овальному калібрі, з висотою 13 мм і шириною 29 мм і розраховано контактні нормальні і дотичні 

напруження. На епюрах нормальних і дотичних напружень видно зміну значення напруження із 

збільшенням контактної площі і часу деформації.  

Результати проведених досліджень нормальних і дотичних напружень показують зміну їх 

значень із збільшенням контактної площі і часу деформації.  

При перевірці запропонованого методу розбіжність результатів теоретичного розрахунку з 

експериментальними даними становить не більше 4%, це підтверджує можливість застосування 

методу для визначення контактних нормальних і дотичних напружень при вальцюванні. 

Ключові слова: вальцювання, контактні нормальні і дотичні напруження, деформація. 

Ф. 11. Рис. 4. Табл. 1. Літ. 8. 
 

1. Аналіз останніх досліджень і публікацій 

На сьогодні є актуальними маловідходні технологічні процеси штампування заготовок з 

титанових, магнієвих та алюмінієвих сплавів, жаростійких, жароміцних, високолегованих 

корозійностійких і інших сталей. Це обумовлено значним застосуванням виробів із цих матеріалів, 

високою трудомісткістю, підвищеною витратою металу (коефіцієнт використання металу 0,15 – 0,3), 

тривалим циклом виготовлення якісних штампованих заготовок (як правило два, три штампування з 

проміжними операціями нагрівання, обрізки, травлення, зачищення) а також задачами удосконалення 

металозберігаючих технологій на підприємствах.  

Використання перерахованих матеріалів визначається їх фізичними, технічними і 

механічними властивостями. Матеріали повинні мати високий опір зрізу, границю текучості і високу 

межу міцності, задовільну пластичність і термомеханічні характеристики, які необхідно враховувати 

при розробці технологічних процесів для їх гарячого деформування. 

 Існує багато методів [1, 2, 3] визначення контактних нормальних і дотичних напружень, але 

всі вони розглядають розподіл уздовж границі деформації. Цей підхід до розв’язання задач не 
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дозволяє враховувати нерівномірності деформації в поперечному напрямку і вплив бічних 

позаконтактних зон, що прилягають до фактичного осередку деформації. Ці фактори необхідно 

враховувати при визначенні дотичних  і нормальних напружень при вальцюванні у калібрах з різним 

співвідношенням геометричних форм і вальцювальної заготовки. Також в існуючих методах 

визначення контактних нормальних і дотичних напружень не враховується розвиток деформації в 

часі. 
 

2. Виклад основного матеріалу дослідження 

Щоб вивести формули для визначенню нормальних і дотичних контактних напружень у зоні 

деформації враховуючи вальцювання у калібрах з різним співвідношенням геометричних форм і 

вальцювальної заготовки і розвиток деформації в часі, необхідно розбити об'єм осередку деформації 

на ряд шарів товщиною dz, Рис. 1.  

 
Рис. 1. Схема напруження в перехідній зоні вальцьованої заготовки 

 

Розглядаючи напруження в похилих площинах, які перпендикулярні площині осередку 

деформації, показаних на Рис. 2, напружено-деформований стан кожної точки в цьому шарі буде 

визначатися такими тензорами: 

 
Рис. 2. Напруження при плоскому напруженому стані в похилій площині 

 

Виводячи рівняння, які визначають в осередку деформації сили тертя і тиску вважаємо: що 

нормаль до площини не буде збігатися з жодною з осей системи координат (термін "похила" 

площина); похилу площадку будемо розглядати як похилий перетин в паралелепіпеді напруження по 

гранях об'єму, який розподіляється рівномірно. 

В площині АВС, показаній на Рис. 2, діє нормальне  і дотичне  напруження,  нормаль у 

якої  становить кут α з віссю ОХ. Відповідно до умови xz= yz = 0; σz= 0, напруження розподілені 

рівномірно по товщині шару dz, тому торцеві грані АВС не завантажені. 
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Щоб визначити величини σ і   розглянемо умову рівноваги елемента АВС. Всі зусилля 

спроектуємо на напрямок нормалі  : 

cos sin ( sin cos )x z x y xydy dz dx dz dy dx dz                     .   (1) 

Масові сили, які діють на елемент АВС 1 1
,

2 2
xp dx dy dz p dx dy dz       в рівняннях 

відсутні і становлять зусилля другого порядку малості. Враховуючи, що sin , cos
dx dy

ds ds
   , 

із співвідношення (1) одержимо 2 2cos sin sin 2x y xyy        . 

Проектуючи всі зусилля на напрямок вектора , знаходимо 

cos sin ( cos sin )y x xyds dz dx dz dy dz dy dx dz                або 1 2( )sin 2 cos2y x xy        . 

Остаточні нормальні і дотичні напруження ,  в осередку деформації спрямовані в 

протилежні сторони силам тиску і тертя  n, n, будуть визначатися таким співвідношенням: 
2 2( cos sin sin 2 )n x y xy           ;                                     (2) 

1
[( )sin 2 cos2 ].

2
n x y xy                                                     (3) 

Використовуючи узагальнений закон Гука (нестисливий матеріал, x+y +y=0), замінивши у 

вираженнях (2) і (3) x, y, xz, деформаціями, одержимо: 
* 2 * 2 *(2 cos 2 sin sin 2 )n x y xyG G G          ;                             (4) 

* *[( )sin 2 cos2 ]n x y xyG G        ,                                        (5) 

де G*– модуль зрушення в пластичній області. 

Після чого, використавши рівняння Коші: ; ;x y xy

u u

x y x y

 
  

   
   
   

, підставивши 

їх у формули (4), (5) одержали: 

* 2 2 1
2 [ cos sin sin2 ]

2
n

u u
G

x y x y

 
   

    
     

    

;                                     (6) 

* *[( )sin 2 ( )cos2 ]n

u u
G G

x y x y

 
  

   
   

   
.                                       (7) 

Нормальні і дотичні напруження на контурі елементарного шару dz описуються формулами 

(6) і (7) [4-5]. Використовуючи метод кінцевих різностей для чисельної реалізації напружень, 

замінивши деформуємий контур Г в області G – сітковим контуром (Рис. 3), контактні нормальні і 

дотичні напруження розраховуються за формулами: 

 

2 1 1 2

, 1 , 1, , 1, , , 1 ,* 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2 sin2 cos sin

2 2

i j i j i j i j i j i j i j i j

n i j i j i j i j

u u u u
G

h h h h   

   
   

   

   

    
     

 
 

;          (8) 

1 2 2 1

1, , , 1 , , 1 , 1, ,*

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
sin2 cos2

i j i j i j i j i j i j i j i j

n i j i j i j i j

u u u u
G

h h h h   

   
  

   

   

       
       

   
     

.               (9) 

   
       а)                                                                                 б) 

Рис. 3. Криволінійна однозв'язна кінцева область: а – загальний вигляд; б – елементарний 

осередок (i, j ) області, що досліджується 
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Контактні і дотичні напруження довільного контуру деформуємого шару Z вираження (8), (9) 

приймуть вигляд: 

*

1

( ) ;
k

k

n n i i

n

l Z 


                                                         (10)  

*

1

( ) ,
k

k

n i i

n

l Z 


                                                         (11) 

де li – довжина дуги калібру; ΔZi – товщина деформуємого шару. 

Розглянемо вальцювання заготовок із сплаву АК6, які мають розміри Ø25х150 мм в 

овальному калібрі, з висотою 13 мм і шириною 29 мм і розрахуємо контактні нормальні і дотичні 

напруження.  

Приймемо температуру вальцювання 450ºС, робочий радіус валків Rp = 66,5 мм і швидкість 

обертання валків 0,2 м/с. 

Формули для розрахунку поточних значень контактних нормальних і дотичних напружень 

наведені в таблиці 1. 

Таблиця 1 

Формули для визначення контактних нормальних і дотичних напружень  

Параметр Позначення Розрахункова формула 

1 2 3 

Кут контакту, рад  
32

arccos 1 arccos(0,9022) 0,4458
2 p

R h

R


 
     

 

 

Час деформації, с t 
3 3 66,5 0,4458

10 10 0,145
0,2

p

в

R
t





 
   

     
   

 

Радіус калібру, мм Rк 

2 2 2 212 29
20,5

4 4 12

k
к

h b
R

h

  
  

 
 

Ширина овалу, мм bов 

2 (2 ) 2 15(41 12)
29 31

29

к
ов к

к

R h
b b

b

   
      

Висота овалу, мм hов 2 2 6 1,5 13,5овh h         

Проміжок деформації, с ti 

0,145 i
i

i

d
t




  

Кут дуги контакту, рад д задається 

Кут контакту в 
поперечному перерізі 
осередку деформації 

i  
1

2
в i

к

i

p

h
t

R

R






 
  
 



 

Довжина дуги поперечного 
перерізу зони контакту, мм l  l =  Rp i 

Ширина овалу, мм 
 

bов
(i) ( )

3

( 2 )
2i ов к

ов в i

р

b R
b t R

R





   



 

Висота овалу, мм hов
(i) 

( )

32{ [cos( ) cos ]}i

ов p ih R R m        

Коефіцієнти деформації Kx
(i); Ky

(i) 
( ) ( )

3 3

;
2 2

i i

î â î â
x y

b h
K K

R R
   

Площа контакту, мм2 Fк
(i) 

( ) [( )
2

sin( )]
2

i в i в i
к к p к

p p

в i
к

p

t t
F R R R

R R

t
R

R

 







 
  








 

Інтенсивність на -
пруження, кг/мм2 i  задається 

Головні деформації  1
(i);  2

(i); 
( ) ( )

1 2

1 1
;

2 2

i i i i

n x n yl K l K      

Інтенсивність деформації  i
(i) 

2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

2

3

i i i i i

i         
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Продовження табл. 1 

1 2 3 

Модуль деформації другого 

роду, кг/мм2 G* 
( )

*

( )3

i

i

i

i

G



  

Напруження вздовж 

площини перпендикулярної 

осі ОУ, кг/мм2 

( )i

x  ( ) * ( )2 (1 )i i

x xG K    

Напруження вздовж 

площини перпендикулярної 

осі ОХ, кг/мм2 

( )i

y  ( ) * ( )2 (1 )i i

y yG K    

Крок у напрямку осі ОХ, мм 
1

h  
1

( , ) ( )

1, , 1(sin sin )i j i

з x i j i jh R K      

Крок у напрямку осі ОУ, мм 
2

h  ( , ) ( )

2 3 , 1 1,(cos cos )i j i

y i j i jh R K      

Кути розбивки поперечного 
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г
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г
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( ) ( )
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поверхні заготовки, мм 

( )
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г
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( ) ( )
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i j y i jR K     
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( )

1,

г

i j   
( ) ( )

1, 3 1,(1 )cosг i

i j y i jR K     
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поверхні заготовки ,i jtg  
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, ( )

, 1 1,
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(cos cos )

i

x i j i j

i j i
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K
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 


 
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 
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Дотичні напруження уздовж 

площин паралельних 

координатним осям, кг/мм2 
xy  

2 1

( ) ( ) ( ) ( )

, , 1, 1 ,
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г г г г
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u uG
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


  
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Нормальний тиск, кг/мм2 ( )i

n  
( ) 2 2

. . ,( cos sin sin 2 )i

n x i j y i j xy i j           

Дотичне напруження, кг/мм2 
( )i

n  
( ) 2

, .0,5( )sin 2 cosi
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Теоретичний усереднений 

тиск 
m

ср m
ср = 1,15(n.ср) 
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ï î ãh  
( ) 100%

т

ср срi

пог

ср

h
 



 
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Середня величина 

погрішності розрахунку 
ñð

ï î ãh  
( )

1

1 m
ñð n

ï î ã ï î ã

n

h h
m 

   

 

 

На епюрах нормальних і дотичних напружень, показаних на рис. 4, видно зміну значення 

напруження із збільшенням контактної площі і часу деформації.  

Порівняння експериментальних даних з результатами теоретичного розрахунку становить 1,7- 

4% при перевірці запропонованого методу, тому можливо його застосовувати для визначення 

контактних нормальних і дотичних напружень при вальцюванні. 
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а                                                              б 

 
в                                                        г 

Рис. 4. Епюри нормальних і дотичних напружень. 

Час деформації t: а – 0,029 с, б – 0,058 с, в – 0,116 с, г – 0,145с 
 

3. Висновок 

Враховуючи розвиток деформації в часі, описано метод визначення контактних нормальних і 

дотичних напружень при вальцюванні. Отримані формули характеризують динаміку зміни осередку 

деформації, які можна використати для визначення контактних нормальних і дотичних напружень.  

Результати проведених досліджень нормальних і дотичних напружень показують зміну їх 

значень із збільшенням контактної площі і часу деформації.  

При перевірці запропонованого методу розбіжність результатів експериментальних даних з 

теоретичними розрахунками становить 1,7- 4%, це підтверджує можливість застосування методу для 

визначення контактних нормальних і дотичних напружень при вальцюванні. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ РАЗВИТИЯ ДЕФОРМАЦИИ КОНТАКТНЫХ  

НАПРЯЖЕНИЙ ПРИ ВАЛЬЦОВКЕ 
Рассмотрен метод определения контактных нормальных и касательных напряжений при 

вальцовке с учетом развития деформации во времени. 
Существует много методов определения контактных нормальных и касательных 

напряжений, но все они рассматривают распределение вдоль границы деформации. Этот подход к 
решению задач не позволяет учитывать неравномерности деформации в поперечном направлении и 
влияние боковых неконтактных зон, прилегающих к фактическому очагу деформации. Эти факторы 
необходимо учитывать при определении касательных и нормальных напряжений при вальцовке в 
размерах с разным соотношением геометрических форм и вальцовочной заготовки. Также в 
существующих методах определения контактных нормальных и касательных напряжений не 
учитывается развитие деформации во времени. 

Выводя уравнения, определяющие в очаге деформации силы трения и давления, считали что 
нормаль к плоскости не будет совпадать с одной из осей системы координат, а наклонную 
площадку рассматривали как напряжения в параллелепипеде по граням объема, которое 
распределяется равномерно. 

Полученные формулы для определения нормальных и касательных контактных напряжений в 
зоне деформации учитывают вальцовку в размерах с разным соотношением геометрических форм и 
вальцовочной заготовки, характеризующие динамику изменения очага деформации во времени. 

В работе рассмотрены вальцовки заготовок из сплава АК6, которые имеют размеры 
Ø25х150 мм в овальном калибре, с высотой 13 мм и шириной 29 мм и рассчитаны контактные 
нормальные и касательные напряжения. На эпюрах нормальных и касательных напряжений видно 
изменение значения напряжения с увеличением контактной площади и времени деформации. 

Результаты проведенных исследований нормальных и касательных напряжений показывают 
изменение их значений с увеличением контактной площади и времени деформации. 
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При проверке предложенного метода расхождение результатов теоретического расчета с 
экспериментальными данными составляет не более 4%, это подтверждает возможность 
применения метода для определения контактных нормальных и касательных напряжений при 
вальцовке. 

Ключевые слова: вальцовка, контактные нормальные и касательные напряжения, 
деформация. 

Ф. 11.Рис. 4. Табл. 1. Лит. 8. 
 

RESEARCH DEVELOPMENT OF CONTACT DEFORMATION  
STRESSES WHILE ROLLING 

The method of determination of contact normal and tangential stresses during rolling is considered, 
taking into account the development of deformation over time. 

There are many methods for determining the contact normal and tangential stresses, but they all 
consider the distribution along the strain boundary. This approach to solving problems does not allow to 
take into account the uneven deformation in the transverse direction and the influence of lateral non-contact 
zones adjacent to the actual deformation center. These factors should be taken into account when 
determining the tangent and normal stresses when rolling in calibers with different ratios of geometric 
shapes and rolling billet. Also, existing methods of determining contact normal and tangential stresses do 
not take into account the development of deformation over time. 

Deriving the equations that determine the deformation force of the friction force and pressure, it was 
assumed that the normal to the plane would not coincide with any of the axes of the coordinate system, and 
the inclined platform was considered as an inclined section in the parallelepiped voltage across the edges of 
the volume, which is distributed uniformly. 

The obtained formulas for determining the normal and tangent contact stresses in the deformation 
zone take into account rolling in calibers with different ratio of geometric shapes and rolling billet, 
characterize the dynamics of change of the deformation cell in time. 

The paper deals with rolling of AK6 alloy workpieces having Ø25x150 mm dimensions in oval 
caliber, with a height of 13 mm and a width of 29 mm and calculated normal and contact stresses. The plots 
of normal and tangent stresses show a change in the value of stress with increasing contact area and 
deformation time. 

The results of studies of normal and tangent stresses show a change in their values with increasing 
contact area and deformation time. 

When checking the proposed method, the discrepancy between the results of the theoretical 
calculation and the experimental data is not more than 4%, which confirms the possibility of using the 
method to determine the contact normal and tangential stresses during rolling. 

Key words: rolling, contact normal and tangential stresses, deformation. 

F. 11. Fig. 4. Table. 1. Ref. 8. 
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