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�������I�h�k�l�Z�g�h�\�d�Z���i�j�h�[�e�_�f�b 
Для отримання молока належної якості недостатньо мати тільки устаткування первинної 

обробки. Для цього необхідно мати пастеризаційно-охолоджувальну установку, яка забезпечує не 
тільки продовження терміну зберігання продукту, але й знезаражування молока. Існуючі 
пастеризатори засновані на використанні теплової енергії парового котла, мають значну 
металоємність, низький ККД і значні труднощі автоматизації температурного режиму. На сьогодні 
для отримання бактерицидного ефекту знайшов своє застосування спосіб пастеризації молока 
інфрачервоним випромінюванням. Для автоматизації управління температурним режимом ІЧ-
пастеризатора, що працює в проточному режимі необхідно мати математичний опис – динамічну 
модель проточного апарата з підводом енергії ІЧ-випроміненням. 

 
�������:�g�Z�e�•�a���h�k�l�Z�g�g�•�o���^�h�k�e�•�^�`�_�g�v���•���i�m�[�e�•�d�Z�p�•�c��

Основи технології теплової обробки молока, в тому числі і пастеризації, визначені у роботі 
Мастакова Н.Н. [1, 2]. Необхідність і доцільність автоматизації пастеризатора з безпосереднім 
електричним нагрівом обґрунтовано у роботі Ковальова В.О. [3]. Обґрунтування ефективності 
використання ІЧ-випромінювання дано у роботі Кунденко М.П. [4] та у його дисертації [5] наведено 
результати досліджень і розрахунок статики процесу. Дослідження динамічних характеристик ІЧ-
пастеризації залишились поза увагою. 

 
�������F�_�l�Z���^�h�k�e�•�^�`�_�g�g�y 

Створення математичної моделі ІЧ-пастеризатора і отримання аналітичних залежностей які 
характеризують динамічні властивості процесу нагріву і всього об’єкту управління. 
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�������J�_�a�m�e�v�l�Z�l�b���^�h�k�e�•�^�`�_�g�g�y 
Розрахункова модель установки для теплової обробки молока ІЧ-випромінюванням являє 

собою об'єкт з чотирма теплоінерційними ємностями: тіло розжарювання (спіраль проволочна), 
трубка з кварцового скла (в якій розміщена спіраль), об'єм зайнятий молоком, яке рухається між 
трубками у корпусі і сам корпус з тепловою ізоляцією. 

Математичний опис динамічних режимів такої установки (процесу, що відбувається) 
складемо на основі рівнянь теплового балансу виходячи з таких теплофізичних посилань: потужність, 
що виділяється у тілі розжарювання витрачається на збільшення його температури і частково 
передається шляхом конвективного теплообміну та випромінюванням до внутрішньої поверхні 
трубки, а також випромінюванням до молока, яке рухається у міжтрубному просторі. Теплота, 
сприйнята поверхнею (тілом) трубки витрачається на нагрів самої трубки і від неї передається до 
молока конвективним теплообміном. Теплота, яка сприйнята молоком від випромінювача і трубки, 
витрачається на підвищення температури молока через зовнішню поверхню передається у 
навколишнє середовище і втрачається з молоком відведеним з апарата. 

В основу рівнянь динаміки процесу покладено такі припущення: температура тіла 
розжарювання і трубки де вона розміщена, за довжиною не змінюється, а їх нагрів безградієнтний; 
тепловими втратами повітря, через стінку корпусу у зовнішнє середовище, нехтуємо (за наявності 
теплоізоляції); поверхня трубки приймається для середнього діаметру; теплофізичні властивості 
молока, теплоємності матеріалів випромінювача та коефіцієнти теплопередачі в часі не змінюються і 
дорівнюють середнім за процес; температура випромінювача, апарата та молока у попередньому 
перетині однакові. 

Для обраної фізичної моделі процесу з урахуванням наведених припущень складаємо 
наступні диференціальні рівняння: 

���� рівняння збереження енергії для тіла розжарювання: 

�� �� �� �� �� ��4 4 4 4
1 1 1 2 2

�T
�D �T �T

�W
�w

� �� �� �� �� �� ��
�w

�Z
�Z �Z �Q�S �Z �P�S �N �P�S �Z �P�S �Q�S �Z �P�3 �P �F �F �) �7 �7 �) �F �) �7 �7; (1) 

���� рівняння збереження енергії для трубки: 

�� �� �� �� �� ��4 4
1 1 1 2

�T
�D �T �T �D �T �T

�W

�w
�� �� �� � �� ��

�w
�P�S

�P�S �Q�S �Z �P�S �N �P�S �Z �P�S �P�S �P�S �N �P�S �P�S �P�$ �F �) �7 �7 �) �P �F �) ; (2) 

���� рівняння збереження енергії для молока: 

�� �� �� ��4 4
2 1 2

�T �T
�D �T �T

�W
�w �w

�� �� �� � ��
�w �w

�P �P
�Q�S �Z �P �P �N �P�S �P�S �P �P �P �P�F �) �7 �7 �$ �) �P �F �*�F �+

�[
; (3) 

де �Q�S�F  – приведені коефіцієнти випромінювання;  

�� ��273 100�T� ���7  – абсолютна температура, °К; 

1 2,�D �D�N �N – коефіцієнти теплообміну повітря з трубкою і трубки з молоком, Вт/(м2·°С);  

1 2,�) �)  – поверхня випромінювання і трубки, м2; 
, ,�Z �P�S �P�P �P �P – маса тіла розжарювання, трубки і молока в об'ємі апарата, кг;  

�*  – витрати молока, кг/с;  
�+  – висота апарата, м;  

, ,�Z �P�S �P�F �F �F – питома теплоємність матеріалів спіралі, трубки і молока, Дж/(кг·°С);  

,�P�S �P�$ �$  – коефіцієнти поглинання ІЧ – випромінювання склом і молоком;  
�W – час, с;  
�[  – координата напрямку руху, м. 
Отримана система нелінійних диференціальних рівнянь (1) – (3) описує динамічні 

характеристики процесу теплової обробки молока ІЧ-випромінюванням при таких початкових 

умовах: 0�W� , 0�T �T� �Z �Z , 10�T �T� �P �P , 0
�T�T �T

�W �W �W
� � � �P�S�Z �P

�G�G �G
�G �G �G

. 

Оскільки дана система рівнянь аналітичного розв'язку не має, введемо додаткові спрощення, 
лінеаризуючи математичний опис. 
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1.�� Використовуємо поняття лінійного коефіцієнта теплообміну випромінюванням 
і зробимо заміну: 

�� �� �� ��4 4
1 2 1 2�D �T �T�� � ���Q�S �O�F �) �7 �7 �) ,    (4) 

де �� ���� ��2 2
1 2 1 25.67�D � �� ���O �Q�S�F �7 �7 �7 �7 – лінійний коефіцієнт теплообміну випромінюванням, 

Вт/(м2·°С); 
Тоді інтенсивність теплообміну можна представити як сумарну: конвективну і радіаційну: 

�� �� �� �� �� ���� �� �� ��1 2 1 2 1 2 1 2�D �T �T �D �T �T �D �D �T �T �D �T �T� �� �� �� � �� �� � ���N �O �N �O �N�O�T ; (5) 
2.�� Оскільки довжина випромінювачів незначна (до 0.6 м), а потоки молока 

інтенсивно їх омивають, можна вважати що відстань, яку проходить молоко дорівнює відстані 
від входу до виходу, тобто �+; тоді можна градієнт температури представити в кінцевих 
значеннях: 

2 1�T �T�T �T ���w �'
� � 

�w �'�[ �[ �+
.     (6) 

Використовуючи значення параметрів (4) і (5) в рівняннях (1) – (3) будемо мати лінійну 
систему рівнянь, що описує процес теплової обробки: 

�� ��1 10.5�T
�D �T �D �T �T �D �D

�W
� �� �� �� ���Z

�Z �Z �g �d�e �P�S �P�S �e �f �Z �d�e �P�S �e

�G
�P �F �3 �) �) �) �)

�G
;  (7) 

�� �� �� ��1 1 1 1 2 2 2

�T
�T �D �D �T �D �D �D �T

�W
� �� �� �� ���P�S

�P�S �P�S �Z �d�e �N �P�S �P�S �N �P�S �N �P�S �N �f

�G
�P �F �$ �) �) �) �) �)

�G
; (8) 

�� �� �� �� �� ��2
1 2 2 2 1

�T
�T �T �D �T �T �D �T �T

�W
� �� �� �� �� ���f

�f �f �f �f �f �f �N �P�S �f �e �f �Z �f

�G
�P �F �* �F �) �) �$

�G
; (9) 

де �� ��1 20.5�T �T �T� ���f �f �f ; 1 2,�T �T�f �f  – температура молока на вході і виході. 
Подання математичного опису динаміки теплової обробки молока ІЧ-випроміненням 

передатними функціями. 
У рівняннях (7) – (9) сталими параметрами є: маса і поверхня матеріалів та середовищ �Z �Z�P �F, 

�P�S �P�S�P �F , �f �f�P �F; поверхні теплообміну 1�) , 2�) , �P�S�) ; коефіцієнти теплообміну 1�D , 2�D , �D�e; а змінними: 

температура випромінювача �T�Z, трубки �T�P�S, молока 1�T�f  і 2�T�f , а також витрата молока �*  
(продуктивність апарата). 

Запишемо змінні параметри об'єкта у приростах: 0�T �T �T� �� �'�Z �Z �Z, 0�T �T �T� �� �'�P�S �P�S �P�S, 

1 10 1�T �T �T� �� �'�f �f �f , 2 20 2�T �T �T� �� �'�f �f �f , 0� �� �'�* �* �* . 
Підставляючи значення змінних параметрів у рівняння (6) – (9), після множення, нехтуючи 

складовими малого ступеня і віднімання рівнянь статики будемо мати: 

1 2 3 1 4 2
�T

�T �T �T �T
�W

�'
�� �' � �' �� �' �� �' �� �'�Z

�Z �Z �Z �P�S �f �f

�G
�P �F �N �3 �N �N �N

�G
 ,  (10) 

2
2 5 6 1 7 2

�T
�T �T �T �T

�W
�'

�� �' � �' �� �' �� �'�f
�P�S �P�S �f �Z �f �f

�G
�P �F �N �N �N

�G
,  (11) 

2
2 8 1 9 10

�T
�T �T �T �T

�W
�'

�� �' � �' �� �' �� �'�f
�f �f �f �f �P�S �Z

�G
�P �F �N �N �N

�G
.   (12) 

У рівняннях (10) – (12) позначено: 

1
01

� �Z �Z�P �F
�7

�N
; 01 1�D� ���d�e �P�S �e�N �N �) �); 2

02

� �P�S �P�S�P �F
�7

�N
; �� ��02 1 2�D �D� ���P�S �N �N�N �) ; 3

03

� �f �f�P �F
�7

�N
; 

03 2 2 10.5 0.5�D� �� ���f �f �e �f�N �*�k �N �) �) �$; 1
011
��� �N�N ; 2

01

� �d�e �P�S�N �)
�N

�N
; 1

3
01

�D �D
� �d�e �e�)�N

�N
; 4 3� �N �N; 
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1 1 1
5

02

�D �D��
� �d�e �N �P�S�$ �) �)

�N
�N

; 2 2
6 7

02

0.5�D
� � �N �)

�N �N
�N

; 2 2 1
8

03

0.5 0.5 �D�� ��
� �f �f �f �e�* �F �N �) �$ �)

�N
�N

; 

2 2
9

03

�D
� �N �)

�N
�N

; 1
10

03

�D
� �e�)�N

�N
; 

�� ��1 2
11

03

�T �T��
� �f �f �f�F

�N
�N

. 

Застосовуючи до рівняння (9) – (10) перетворення Лапласа при нульових початкових умовах 
отримаємо систему рівнянь в операторній формі: 

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��1 1 2 3 1 4 21 �T �T �T �T�� �' � �' �� �' �� �' �� �'�Z �P�S �f �f�7 �S �S �N �3 �S �N �S �N �S �N �S, (13) 

�� �� �� �� �� �� �� �� �� ��2 5 6 1 7 21 �T �T �T �T�� �' � �' �� �' �� �'�P�S �Z �f �f�7 �S �S �N �S �N �S �N �S,   (14) 

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ��3 2 8 1 9 10 111 �T �T �T �T�� �' � �' �� �' �� �' �� �'�f �f �P�S �Z�7 �S �S �N �S �N �S �N �S �N �* �S. (15) 

1 1 2 3 1 4 2( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )�T �T �T �T�˜ �� �˜ �' � �˜ �' �� �˜ �' �� �˜ �' �� �˜ �'�Z �L�J �F �F�L �j �3 �N �3 �3 �N �3 �N �3 �N �3, 
З отриманих рівнянь (13) – (15) визначаємо передатні функції по каналах керування (

2�T�' �� �'�f �3), ( 2�T�' �� �'�f �* ) і по збуренню ( 1�T�' �f ): 

�� �� �� ��
�� ��

1
1

1 1
�T�'

� � 
�' ��

�Z �S �N
�: �S

�3 �S �7 �S
; �� �� �� ��

�� ��
2

2
1 1

�T
�T

�'
� � 

�' ��
�Z

�P�S

�S �N
�: �S

�S �7 �S
; �� �� �� ��

�� ��
3

3
1 1 1

�T
�T

�'
� � 

�' ��
�Z

�f

�S �N
�: �S

�S �7 �S
; 

�� �� �� ��
�� ��

4
4

2 1 1
�T
�T

�'
� � 

�' ��
�Z

�f

�S �N
�: �S

�S �7 �S
; �� ��

�� ��
�� ��

5
5

2 1
�T

�T

�'
� � 

�' ��
�P�S

�Z

�S �N
�: �S

�S �7 �S
; �� ��

�� ��
�� ��

6
6

1 2 1
�T

�T

�'
� � 

�' ��
�P�S

�f

�S �N
�: �S

�S �7 �S
; 

�� ��
�� ��
�� ��

7
7

2 2 1
�T

�T

�'
� � 

�' ��
�P�S

�f

�S �N
�: �S

�S �7 �S
; �� �� �� ��

�� ��
2 8

8
1 3 1

�T
�T

�'
� � 

�' ��
�f

�f

�S �N
�: �S

�S �7 �S
; 

�� �� �� ��
�� ��

2 9
9

3 1
�T
�T

�'
� � 

�' ��
�f

�P�S

�S �N
�: �S

�S �7 �S
; �� �� �� ��

�� ��
2 10

10
3 1

�T
�T

�'
� � 

�' ��
�f

�Z

�S �N
�: �S

�S �7 �S
; 

�� �� �� ��
�� ��

2 11
11

3 1
�T�'

� � 
�' ��

�f �S �N
�: �S

�* �S �7 �S
. 

На основі рівнянь (10) – (12) та визначених передавальних функцій отримаємо лінійну 
математичну модель динаміки теплової обробки молока ІЧ-опроміненням у вигляді структурної 
схеми (рис. 1). 

Розв’язок системи рівнянь (7) – (9) в середовищі Mathcad показано на рис. 2 у вигляді кривої 
розігріву ІЧ-випромінювача, і нагрівання молока в проточному режимі. 
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�������<�b�k�g�h�\�d�b 
1.�� Розроблено математичну модель динаміки теплових процесів пастеризатора молока 

безперервної дії із інфрачервоним випромінювачем. 
2.�� Отримано аналітичні залежності, що характеризують динамічні властивості апарата. 
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